Lehrplananbindung: 12.2 Zeitunabhangige, eindimensionale Schrédingergleichung als Vi
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Einsetzen der Wellenfunktionen des unendlich hohen Potentialtopfs
in die Schrédingergleichung

Sucht man die mdglichen Wellenfunktionen fiir ein quantenmechanisches System, so kann man diese
stets durch Ldsen der Schrodingergleichung zu den gegebenen Bedingungen finden. Dies ist

allerdings meist nicht einfach und oftmals auch nur mit Hilfe numerischer
Verfahren zu schaffen. Vergleichsweise einfach ist die Situation an
einem eindimensionalen (linearen) Potentialtopf mit unendlich hohen
Wanden. In dieser Aufgabe sollen Sie die Herangehensweise
exemplarisch nachvollziehen.

a) Die stationare Schrodingergleichung lautet in ihrer allgemeinen Form

2
— hz 7(x)+ V(X)P(x)= E¥P(x) (1)
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Leiten Sie her und begriinden Sie, dass fiir den linearen
Potentialtopf mit unendlich hohen Wéanden die Schrddingergleichung
im Innenbereich die Form

h2
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hat.

' (x)+ E¥Z(x)=0 (2)

'

b) Begrunden Sie ohne eine Rechnung, warum die Wellenfunktion im Auf3enbereich die Form
Y(x) =0 haben muss und warum sich dort keine Schrédingergleichung angeben lasst.

c) Begriinden Sie, warum die Lésungen fur den unendlich hohen Potentialtopf im Inneren die Form

Y. (x) = Asin (nl—nx) mitn € N haben.

d) Setzen Sie die Wellenfunktionen aus der Teilaufgabe c) in die Schrédingergleichung ein und
zeigen Sie, dass sich ein Elektron nur mit ganz bestimmten Energiewerten im Potentialtopf
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aufhalten kann. Kontrollergebnis: E, = > nmit neN
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e) Geben Sie die Wellenfunktion fir n = 1, 2, 3 explizit an und skizzieren Sie diese in einem
Diagramm. Zeichnen Sie die zu den einzelnen Lésungen zugehdrigen Energieniveaus in obigen

Potentialtopf bei geeigneter Skalierung der Hochwertachse ein.




LOsung:

a)

b)

c)

d)

e)

Im Innenbereich hat man das Potential V(x) = 0. Setzt man dies in die allgemeine
Schradingergleichung (1) ein, so erhéalt man sofort (2).

Im AuBenbereich gilt V(x) = «. Daher kann man fiir in diesem Bereich keine sinnvolle
Schrédingergleichung mehr angeben. Da das Teilchen unendlich viel Energie brauchen wirde,
um vom Innenbereich in den Aul3enbereich zu gelangen, ist seine Aufenthaltswahrscheinlichkeit
dort 0.

Die Materiewelle des Teilchens ist im Inneren des Potentialtopfs eine stehende Welle. Da das
Teilchen nicht wie in b) diskutiert in die Wande des Potentialtopfs eindringen kann, hat seine
Wellenfunktion an den beiden Randern des Topfs jeweils einen Knoten. Es kommen also nur

stehende Wellen ganz bestimmter Wellenlangen in Frage, namlich 1,, = 2;1 ne€N.

Damit ergibt sich fir die stehende Welle: ¥, (x) = Asin (j—"x) = Asin (%’fx) = Asin ("l—"x)

Y(x) = Asin (%x)

W =4 ?cos (? x)

P = —4 (nl—”)z sin (nl—”x) :

Einsetzen in die Schrodingergleichung (2) liefert:
_ A (E)z sin (nl—”x) + E Asin (nl—nx) =0
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Die obigen Wellenfunktionen ¥, (x) 16sen die Schrédingergleichung also nur unter der Bedingung
2
E, = 87';[2 n?. Demnach kann sich ein Elektron nur mit diesen, ganz bestimmten Energiewerten im

Potentialtopf aufhalten.
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gml* a ’ 0 flir sonst
AY ,
E in Vielfachen von
8mil
4
P
0 \ 5 7 ,X
\\—/ n=2
] | i
n=1
1




